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Introduccion

¢Qué es un sistema? ¢Cuales son su utilidad e interés en los ambitos de trabajo y conocimiento
de las ingenierias? En continuacién directa con el mddulo anterior, el presente médulo nos
sirve para completar los marcos conceptual, matemadtico y practico en los que se desarrolla
toda la teoria de sefiales y sistemas.

En la primera seccion, se da la definicion basica de sistema y se especifica su notacion
matematica. Asimismo, se determinan las clases de sistemas de las que se ocupa la teoria que
se desarrolla tanto en este mddulo como en los posteriores. A continuacién, el resto de
secciones del mddulo estan dedicadas a proporcionar las herramientas basicas que se
requieren para trabajar con sistemas: su caracterizacion matematica, los sistemas basicos mas
habitualmente usados en la practica, las propiedades de los sistemas, etc.

A lo largo del mddulo, los diferentes desarrollos tedricos son ilustrados mediante ejercicios
planteados y resueltos a modo de ejemplo. Finalmente, en la seccién Resumen se repasan los
conceptos mas importantes que se han desarrollado a lo largo del médulo y, a continuacidn, se
plantean varios ejercicios de autoevaluacidn, acompafiados de sus respectivas soluciones,
pensados para trabajar precisamente dichos conceptos.
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Objetivos

Los principales objetivos de este mddulo son los siguientes:

1.

Saber qué es un sistema, en el marco de la teoria de sefiales y sistemas, y conocer cudles
son los ambitos de aplicacion del concepto de sistema.

Conocer cudl es la relacion y qué diferencias hay entre los sistemas analdgicos, digitales e
hibridos.

Conocer la notacion matematica propia de la teoria de sefiales y sistemas.

Saber qué hace un sistema y ser capaz de modelizarlo, bien expresando matematicamente
su relacién entrada-salida, bien representando graficamente su diagrama de bloques.

Conocer los sistemas mds tipicamente usados en la préctica.

Saber demostrar qué propiedades posee o no posee un sistema.
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1. Introduccion a los sistemas analdgicos y digitales

En esta primera seccién se introduce, en primer lugar, la nocidn basica de sistema (apartado
1.1) y, a continuacion, se establecen el marco conceptual y el método de notacion matematica
(apartado 1.2) necesarios para poder trabajar con sistemas en la teoria de sefales y sistemas.

1.1.;Qué es un sistema?

Informalmente, cualquier accidn en la que aparezcan, se manipulen o se transformen
una o varias sefiales puede ser considerada un sistema. En general, los sistemas se
modelizan mediante un conjunto de operaciones matemadticas que se aplican sobre un
conjunto de senales. Por tanto, mas formalmente, un sistema es un procedimiento de
transformacion que, partiendo de un conjunto de senales (sefhales de entrada del
sistema), da lugar a otro conjunto de sefiales (sefnales de salida del sistema).

Por tanto, es también posible encontrar ejemplos de sistemas en los mismos dambitos y
disciplinas en los que se encuentran ejemplos de sefales:

e Electrdnica: un circuito RLC que realce las altas frecuencias frente a las bajas.

e Audio: un amplificador de potencia que alimente unos altavoces.

e Imagen: un filtro que suavice las variaciones de intensidad entre pixeles vecinos.

e Video: un algoritmo de compresion de video digital.

e Comunicaciones: un demodulador de sefiales radio moduladas en frecuencia.

e Antenas: un sistema de adaptacion de impedancias basado en lineas de transmision
para alimentar una antena.

e Economia: un simulador que analice la viabilidad econdmica de un proyecto.

e Meteorologia: un estimador de la probabilidad de precipitacién basado en datos
meteoroldgicos de dias anteriores.

e Docencia: un algoritmo de célculo de la nota final de una asignatura a partir de las
notas parciales.

Ndtese que para dar la definicidon de qué es un sistema hemos usado el concepto de sefial. Asi,
y andlogamente, los sistemas también poseen ciertas caracteristicas generales que conviene
considerar: pueden admitir una o mas sefiales de entrada, y una o mas sefales de salida;
procesar sefales analdgicas, discretas o de ambos tipos; tener un comportamiento lineal o no
lineal; su comportamiento puede variar o no con el tiempo, etc. En el siguiente apartado de
esta seccidn, asi como en el resto de secciones de este mismo mddulo, se da cuenta de toda
esta diversidad de caracteristicas de los sistemas.
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1.2.Sistemas de una entrada y una salida

En este apartado, se especifica el tipo de sistemas al que se va a limitar nuestro estudio, y se
detalla la notacién matematica necesaria para poder modelizarlos en términos algebraicos.

En primer lugar, nuestra teoria de sefiales y sistemas se limita, sin pérdida de generalidad, al
estudio de sistemas de una entrada y una salida, es decir, sistemas que reciben una Gnica
sefal unidimensional de entrada y generan una Unica sefial unidimensional de salida.

Y, en segundo lugar, dependiendo del tipo de sefiales que reciben y generan, cabe distinguir
entre tres grandes tipos de sistemas de una entrada y una salida: sistemas analdgicos,
sistemas digitales y sistemas hibridos.

Un sistema analdgico (o sistema continuo) es aquel sistema cuyas sefales de entrada y
de salida son analdgicas.

Un sistema digital (o sistema discreto) es aquel sistema cuyas sefiales de entrada y de
salida son digitales.

Un sistema hibrido es aquel sistema cuya sefial de entrada es analdgica y cuya sefal de
salida es digital, o viceversa.

Teniendo en cuenta todas estas consideraciones y sin pérdida de generalidad, a continuacion
se establece la notacion matematica utilizada para representar sistemas:

Los sistemas son denotados habitualmente mediante la letra S (que, cuando resulte
conveniente, puede ser indexada mediante subindices): S, S;, S, , Sy, etc.

La sefial de entrada de un sistema es denotada habitualmente como x(t) o x[n],
dependiendo de si dicha sefal es analdgica o digital, respectivamente. De modo
analogo, la sefial de salida de un sistema es denotada habitualmente como y(t) o y[n].

La transformacion segun la cual la sefial de entrada de un sistema S es transformada en
la sefial de salida es denotada como Ts. Asi, la expresion y(t) = T¢{x(t)} denota que
«y(t) es la salida del sistema S cuando la entrada es x(t)» e indica que S es un sistema
analdgico (pues sus senales de entrada y de salida lo son). Andlogamente, la expresion
y[n] = T¢{x[n]} indica que S es un sistema digital, mientras que las expresiones y[n]| =
Te{x(t)} 0 y(t) = T¢{x[n]} indican que S es un sistema hibrido.

En general, la transformacion que un sistema aplica a su sefial de entrada para generar
su sefial de salida es denominada relacidon entrada-salida del sistema, la cual puede ser
expresada tanto algebraicamente, en forma de ecuacion matematica, como
graficamente, en forma de diagrama de bloques.
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La Figura 1 ilustra la representacion grafica de sistemas en forma de diagrama de bloques.

X1 (£) —»f S, — v, (t)
x(t) —> S, > »a[n]
x3[n] —» S3 — V3(t)
xy4[n] —» Sa —> Yalnl

Figura 1. Representacion grafica de sistemas: $; es un sistema analdgico, S, y S3 son sistemas hibridos
(analégico-digital y digital-analégico, respectivamente), y S4 es un sistema digital.

Como en el caso de la limitacidon a las sefiales unidimensionales (sefiales de una variable
independiente), conviene tener siempre presente que limitarnos al estudio de sistemas de una
entrada y una salida no da como resultado una notacién, unas representaciones y, en general,
toda una teoria de sefiales y sistemas que ya no sirvan si se da el caso que haya que trabajar
con sistemas de varias entradas y salidas. Estos casos requieren, por supuesto, de extender
esta notacion y de ampliar la teoria, pero no de rechazarlas para tener que construir unas
nuevas desde cero. Dicho esto, nuestro interés se centra en la teoria basica de sefiales y
sistemas, que se limita a los sistemas de una entrada y una salida, y que se puede generalizary
extender a casos mas complejos.

En las secciones siguientes de este mddulo, se introducen las herramientas basicas necesarias
para trabajar con sistemas analdgicos y digitales. Como acabamos de ver, existen sistemas
analdgicos (sefiales de entrada y de salida analdgicas), sistemas digitales (sefales de entrada y
de salida digitales) y sistemas hibridos (sefial de entrada analdgica y sefial de salida digital, y
viceversa). En este mddulo, solo nos ocuparemos de los dos primeros tipos. En general, en la
teoria de sefales y sistemas, los sistemas hibridos quedan reducidos a la cuestién de la
conversién analdgica/digital y digital/analdgica, un primer esbozo de la cual ya fue establecida
en el apartado 1.3 del médulo anterior y que serd tratada en detalle en médulos posteriores.

Asi, las dos formas mds habituales de modelizar un sistema (su relacién entrada-salida y su
diagrama de bloques) son presentadas en la seccion 2. Seguidamente, en la seccién 3 se
caracteriza todo un conjunto de sistemas tipicos, tanto analdgicos como digitales, muy
utilizados en la practica y que apareceran constantemente en los mddulos posteriores. Y,
finalmente, en la seccidon 4 se presentan las principales propiedades de los sistemas, su
formulacion matematica, su desarrollo conceptual y las diferentes estrategias que pueden
seguirse a la hora de demostrar si un sistema posee o0 no una determinada propiedad.
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2. Relacion entrada-salida y diagrama de bloques de un sistema

En la definicién de sistema que se ha propuesto en el apartado 1.1, ya se establece que lo que
nos encontramos al enfrentarnos a cualquier sistema es con un procedimiento de
transformacién, con toda una serie de operaciones y manipulaciones consistentes en
transformar una sefial (la sefal de entrada del sistema) en otra sefial distinta (la senal de salida
del sistema).

A este respecto, existen dos formas diferentes de expresar qué hace un sistema, de modelizar
en qué consiste la transformacion a la que somete el sistema a su sefial de entrada para
obtener su seiial de salida:

e Larelacién entrada-salida de un sistema lo expresa en términos matematicos.
e El diagrama de bloques de un sistema lo expresa en términos graficos.

Como a continuacién veremos, ambas formas son equivalentes e intercambiables, puesto que
ambas contienen y proporcionan exactamente la misma informacion. De hecho, dado un
sistema, conocer su relacidon entrada-salida es conocer su diagrama de bloques, y viceversa.
Incluso, y lo que es mds importante: conocer la relacién entrada-salida de un sistema, o
conocer su diagrama de bloques, es equivalente a conocer el sistema en su totalidad, a saber
exactamente qué ha hecho, qué esta haciendo y qué hara el sistema en cualquier momento
con cualquier sefial que se presente en su entrada.

La relacion entrada-salida de un sistema S es una expresion algebraica que indica cémo
calcular la seiial de salida del sistema en funcion de la sefial de entrada del sistema:

y(@) = Ts{x(8)} (1)
y[n] = Ts{x[n]} (2)

siendo S un sistema analdgico en (1), donde x(t) es su sefal de entrada e y(t) es su
sefial de salida, y siendo S un sistema digital en (2), donde x[n] es su sefial de entrada e
y[n] es su sefial de salida.

A continuacién se proponen varios ejemplos muy sencillos de posibles relaciones entrada-
salida:

e Sistema en el que la salida es directamente igual a la entrada:

y() = x(t) (3)

y[n] = x[n] (4)
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e Sistema en el que la salida es igual a la entrada mas una constante:
y(&) =x() +K (5)
yln] = x[n] + K (6)
siendo K una constante, en general, compleja (K € C).
e Sistema en el que la salida es igual a la entrada por una constante:
y(t) = Kx(t) (7)
y[n] = Kx[n] (8)
siendo K una constante, en general, compleja (K € C).

e Sistema en el que la salida es igual a una version retrasada de la entrada:

y(@) = x(t —to) (9)
y[n] = x[n —ny] (10)
siendo ty y ng constantes positivas, conty € Ry ng € Z.

De este modo, conocer la relaciéon entrada-salida de un sistema permite tanto saber cuales
son todas las propiedades que posee el sistema, como calcular cudl es la salida del sistema
ante cualquier senal de entrada.

Seguidamente, se plantea un ejemplo sencillo a fin de ilustrar cémo se obtiene la sefial de
salida de un sistema, conocidas su relacidn de entrada-salida y su sefal de entrada.

Ejemplo 1

Sean dos sistemas S; y S,, el primero analdgico, el segundo digital, cuyas relaciones entrada-
salida son las siguientes:

YO = T, (x(©)) = x(©) ~x (¢ ) (11)

yIn] = Ts,{x[n]} = x[n] — x[n — 1] (12)
Se pide:

a) Obtener la salida de S; cuando su entrada es una sefial escalén unitario.
b) Obtener la salida de S, cuando su entrada es una sefial escalén unitario.

Solucién

a) Tomando el escalén unitario analdgico como sefial de entrada (x(t) = u(t)), calcular la
sefial de salida de S; consiste simplemente en sustituir x(t) por u(t) en la relacién entrada-salida
del sistema:

(13)

1
y(®) = Ts, {x(t) = u(®)} = u(®) —u (f - z) = {(1) 222 i Z {8 52
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b) Andlogamente, calcular la sefial de salida de S, ante un escalén unitario consiste
simplemente en sustituir x[n] por u[n] en la relacién entrada-salida del sistema:

y[nl = Ts,{x[n] = u[n]} = u[n] —u[n - 1] = [n] (14)

En general, resulta ser de particular importancia aquella sefial que un sistema presenta en su
salida cuando es excitado mediante una sefal delta:

La respuesta impulsional de un sistema S es la seiial de salida de sistema cuando su
entrada es una sefial delta:

|h(0) = Ts{s(0)}| (15)

|h[n] = Ts{s[nl}| (16)

alli donde h(t) es la respuesta impulsional del sistema analdgico S, y donde h[n] es la
respuesta impulsional del sistema digital S.

En general, y dado que se trata de una sefial de gran relevancia en la teoria de sefiales y
sistemas, la letra h queda reservada para denotar la respuesta impulsional.

En el mddulo siguiente veremos que la respuesta impulsional cobra especial importancia en los
sistemas lineales e invariantes en el tiempo (las propiedades de los sistemas son estudiadas en
detalle en la seccion 4 de este mismo mddulo). En todo caso, existe una clasificacion muy
habitual de los sistemas que atiende a la longitud de su respuesta impulsional:

Se dice que S es un sistema FIR (del inglés, Finite Impulse Response) si su respuesta
impulsional es una senal finita:

h(t) = Ts{8(t)} = 0,Vt & [y, t5] (17)
hin] = Ts{s[n]} = 0,vn & {n,, ..., n,} (18)

alli donde t;, t,, n; y n, son valores finitos arbitrarios tales que t;, t, € Ry ny, n, € Z,
siendot; < t, yny < n,.

Se dice que S es un sistema IIR (del inglés, Infinite Impulse Response) si su respuesta
impulsional es una sefial infinita; es decir, si no cumple con la condicion establecida en
(17)-(18).

Asi, por ejemplo, tanto los sistemas definidos en las ecuaciones (3)-(10), como los sistemas S;
y S, del Ejemplo 1 son todos sistemas FIR. Ejemplos sencillos de sistemas IIR pueden
encontrarse en el apartado 3.8 de este mismo mddulo.
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Entonces, la informacién expresada por la relacién entrada-salida de un sistema puede
también ser expresada en otros términos mediante el diagrama de bloques del sistema.

El diagrama de bloques de un sistema S es una representacion grafica que, mediante
bloques funcionales y lineas de flujo, indica como la seiial de salida del sistema es
obtenida a partir de la sefal de entrada del sistema.

Aungue los bloques mas habitualmente usados en la practica son presentados en la seccién 3
de este mismo maédulo, en la Figura 2 se muestran, a modo de ejemplo, los diagramas de
bloques de los sistemas anteriormente definidos en las ecuaciones (3), (6), (7) y (10):

x(t) ———» y(t) = T5, {x(©)} = x(t)

x[n] —»?——b y[nl = Ts,{x[n]} = x[n] + K
K

K
x(£) — > y() = T, {x(O)} = Kx(1)

x[n] ——» z7" = yIn] = T, {x[n]} = x[n - 1]

Figura 2. Ejemplos sencillos de diagramas de bloques.

Analogamente a lo que sucede con la relacién entrada-salida, conocer el diagrama de bloques
de un sistema permite tanto saber cudles son todas las propiedades que posee el sistema,
como calcular cual es la salida del sistema ante cualquier sefial de entrada.

En general, es trivial obtener el diagrama de bloques de un sistema a partir de su relacion
entrada-salida, y viceversa. De hecho, cuando un sistema es desconocido es porque no se
conoce ni su relacidn entrada-salida ni su diagrama de bloques. En esos casos, se acostumbra a
hablar de sistemas «caja negra», cuya representacion algebraica se limita a la simbologia
presentada en (1)-(2) y cuya representacion grafica es simplemente una caja sin ningun
contenido en su interior que recibe la sefial de entrada por un lado y que entrega la sefal de
salida por el otro. Un ejemplo de representacién grafica de sistemas «caja negra» se encuentra
en la Figura 1.
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3. Sistemas tipicos

En esta seccidn se presentan y caracterizan los bloques funcionales mas tipicamente utilizados
en la practica, los cuales, por si solos, dan lugar a los sistemas mas sencillos que nos podremos
encontrar y, combinandose entre si, permiten construir sistemas mucho mas complejos.

En general, no todas las operaciones entre sefiales y transformaciones de sefiales que hemos
estudiado en el mdédulo anterior tienen una representacién habitual en forma de bloque
funcional, puesto que no todas ellas acostumbran a implementarse en la practica. En todo
caso, si en algin momento puntual se requiere implementar una operacion o transformacion
poco habitual cuyo bloque funcional no esta definido, siempre es posible definirlo en ese
momento y para esa situacion concreta.

Asimismo, al final de esta seccidn se introducen la representacion de bucles de realimentacién
en un sistema (siempre presentes en los sistemas IIR) y las formas mas habituales de
interconexidn de sistemas.

3.1.Sistema escalador

El sistema escalador es aquel sistema en que la sefial de salida es el resultado del
producto de la sefial de entrada por una constante:

y(t) = Kx(t) (19)
y[n] = Kx[n] (20)
siendo K una constante, en general, compleja (K € C).

Graficamente, el sistema escalador se implementa mediante el bloque funcional que
representa el escalado en factor K de la seiial, tal y como se muestra en la Figura 3.

K
x(6) —>—> ¥(©) = kx(0)

K

x[n] —>>—> y[n] = Kx[n]

Figura 3. Bloque funcional escalador.

Habitualmente, y atendiendo al valor de |K|, se manejan las siguientes denominaciones:

e Si|K]| > 1, el sistema escalador es denominado amplificador.
e Si|K| < 1, el sistema escalador es denominado atenuador.
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3.2.Sistema sumador

El sistema sumador es aquel sistema en que la sefal de salida es el resultado de la
suma de un numero finito de senales:

M

y(©) = ) () (21)
i=1
M

yinl = > xfn] (22)
i=1

siendo M el nimero de sefiales sumadas (M € N, M > 1).

En términos graficos, el sistema sumador se implementa mediante el bloque funcional
que representa la suma de varias seiiales, tal y como se muestra en la Figura 4.

%, (£) )
) y©)= Y %)
(0

nln] )
el ylnl = ) xln]
sl

Figura 4. Bloque funcional sumador.

En general, y puesto que trabajamos con sistemas de una entrada y una salida, el bloque
sumador se acostumbra a utilizar de modo que una o ninguna de las sefales sumadas es
directamente la sefial de entrada del sistema, y el resto son sefiales internas generadas por el
propio sistema (como, por ejemplo, en el sistema S; ilustrado en la Figura 5) o sefiales
provenientes de otros bloques funcionales que también formen parte de la implementacion
del sistema (como, por ejemplo, en el sistema S, ilustrado en la Figura 5).

Del mismo modo que se ha definido el bloque sumador, también podria definirse un bloque
restador para implementar la resta de seiiales. Lo habitual, sin embargo, suele ser trabajar solo
con el bloque sumador y, en caso que se requiera restar alguna sefial, indicar el sigho que hay
que aplicarle a cada sefial en las flechas de entrada al bloque (como, por ejemplo, en el
sistema S, ilustrado en la Figura 5), o bien usar el bloque escalador para cambiar el signo de
aquellas sefiales que se desee restar (como, por ejemplo, en el sistema S, ilustrado en la
Figura 5).
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x(t) ‘v—;r?——v y(©) =Ts, {x(D} =x() — K
e
] P> ylnl = T, (x[n]} = x[n] — axln] = (1 — a)xfn]

Figura 5. Ejemplos de uso del bloque sumador.

3.3.Sistema multiplicador

x4 (t)
x, (t) M

p yo =] [x®
X (£) =
x;[n]
x5 [n] M

. yinl = | Jxln]
xyuln]

Figura 6. Bloque funcional multiplicador.

Andlogamente a lo que sucede con el sumador, puesto que trabajamos con sistemas de una
entrada y una salida, el bloque multiplicador se acostumbra a utilizar de modo que una o
ninguna de las sefales multiplicadas es directamente la sefial de entrada del sistema, y el resto
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son sefales internas generadas por el propio sistema o sefiales provenientes de otros bloques
funcionales que también formen parte de la implementacion del sistema, tal y como se ilustra
en los ejemplos de la Figura 7.

x(t) ——»?—» y(t) = Ts {x()} = x(O)p(t)

p(t)

» y[n] = Ts,{x[n]} = ax[n]x[n] = ax?[n]

al
s,
v

Figura 7. Ejemplos de uso del bloque multiplicador.

En general, no acostumbra a trabajarse con bloques que representen la divisidon o la potencia
de sefiales. En todo caso, como ya se ha comentado al inicio de este apartado, si en algin
momento se necesitasen tales bloques funcionales, siempre podrian definirse ad hoc. Y, por
supuesto, ello no supone ninguna limitaciéon seria: es perfectamente valido trabajar con
relaciones entrada-salida de sistemas que calculan divisiones y potencias entre sefiales.

3.4.Sistema derivador

El sistema derivador es aquel sistema analdgico en que la sefal de salida es la derivada
de la sefial de entrada respecto de la variable independiente:

dx(t)
dt

(25)

y(t) =

Graficamente, el sistema derivador se implementa mediante el bloque funcional que
representa el calculo de la derivada de la seiial, tal y como se muestra en la Figura 8.

x(t) —» D —» y(t) =

Figura 8. Bloque funcional derivador.

En general, para obtener derivadas de orden superior (la derivada segunda de una sefial, la
derivada tercera de una sefial, etc.), basta con concatenar el bloque funcional derivador tantas
veces como sea el orden de la derivada que se tenga que calcular, tal y como se ilustra en la

Figura 9.
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e ‘: 2 3
O SH——> (1) = T {x(®) = () - d’;(tt) 4L dxtf) -4 d’;ﬁf)
i y |
b E
i o
! y At
! D !
: 2
E y K-
| D i
| — | i

__________________

Figura 9. Ejemplo de uso del bloque derivador.

3.5.Sistema integrador (o acumulador)

t

x(t) —» f —» y(t) = jx(r)dr

-0

Figura 10. Bloque funcional integrador.

El sistema derivador es el inverso del integrador, y viceversa; o sea: lo que hace uno lo deshace
el otro, y viceversa (mas sobre esta cuestion en el apartado 4.6 de este mismo médulo).

t

! d

x(t) —ib D > f — y(t) = Ts, {x(D)} = f(%) dr = x(t)
i E d (f_toox(r)d'r)

x(t) — f M D () =T, (x(0)} = EEra——— x(t)

Figura 11. Los sistemas derivador e integrador anulan mutuamente sus efectos.
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3.6.Sistema retardador

El sistema retardador es aquel sistema en que la sefial de salida es el resultado de
aplicarle un retardo a la sefial de entrada:

y() = x(t —to) (27)
y[n] = x[n —n,) (28)
siendo t, y ng valores constantes, con t, € Ry n, € Z.

Graficamente, el sistema retardador se implementa mediante el bloque funcional que
representa el desplazamiento horizontal de la sefal, tal y como muestra la Figura 12.

x(t) —» —ty —» y(t) = x[t — t;]

x[n] —» z7" —» y[n] = x[n — ng]

Figura 12. Bloque funcional retardador.

Si lo que se desea es implementar un adelanto de la sefal de entrada, basta con indicar una
constante positiva en el bloque y el sistema pasa a implementar un desplazamiento hacia el
futuro de la salida respecto de la entrada, en lugar de hacerlo hacia el pasado.

En el caso del retardador digital, una de sus posibles aplicaciones es la de aproximar la
derivada y la integral de la sefial de entrada (operaciones restringidas a las sefiales analdgicas)
trabajando desde el dominio discreto. En general, si se asume que la sefal digital de entrada
del sistema es una version muestreada de una sefal analégica (como ya vimos en el apartado
1.3 del médulo anterior), cuanto mas pequefio haya sido el valor del periodo de muestreo (T};,)
mejores aproximaciones de la derivada y la integral podremos obtener en el dominio digital:

1/Tp,
x[n] ;(jk} ='|>/ » yIn] =Ty, {x[nl} = % (x[n] —x[n—1D
A 4
71
T N
xln] ——>—>- » yln] = T, {x[nl} = T, (x[n] + yln — 1])
z""1

Figura 13. Aproximaciones de los sistemas derivador (S,) e integrador (S,) desde el dominio digital.

Es interesante observar que, en el «integrador discreto», la sefial de salida es realimentada en
el interior del propio sistema (mas sobre sistemas realimentados en el apartado 3.8).
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3.7.Sistemas diezmador y de insercion de ceros

El sistema diezmador es aquel sistema digital en que la sefal de salida es el resultado
de diezmar en factor M la sefal de entrada:

y[n] = x[Mn] (29)
siendo M un valor constante talque M e Ny M > 1.

El sistema de insercion de ceros es aquel sistema digital en que la sefal de salida es el
resultado de insertar L — 1 ceros entre muestras consecutivas de la senal de entrada:

yln] = x[7] (30)

siendo L un valor constantetalque L E Ny L > 1.
En términos graficos, ambos sistemas se implementan mediante sendos bloques

funcionales que representan el diezmo de la sefial y la insercion de bloques de ceros
entre muestras consecutivas de la seial, tal y como se muestra en la Figura 14.

x[n] —» L M —» y[n] = x[Mn]

n
x[n] —» TL » y[n] =x[z]

Figura 14. Bloques funcionales diezmador y de insercién de ceros.

Como ya vimos el apartado 4.3.2 del mddulo anterior, si lo que se desea es escalar la variable
independiente discreta en un factor racional M/L, basta con concatenar ambos bloques
funcionales, sin que, de hecho, importe el orden:

x[n] ——» I M » 1L —> y[n| =T {x[n]} = x[%n]

o) ——s{ 11 o sy = 1, el = [

Figura 15. Concatenacion de los bloques diezmador y de insercién de ceros.

Asimismo, y andlogamente a las operaciones de divisién y potencia entre sefiales, en general
no acostumbra a trabajarse con bloques que representen el escalado de la variable
independiente de sefiales analdgicas, ni tampoco el cambio de signo (reflexion horizontal) de
la variable independiente (ya sea en sefiales analdgicas o digitales). Tales bloques funcionales
siempre pueden ser definidos ad hoc, y, sobre todo, esto tampoco implica limitaciones: es
perfectamente valido trabajar con relaciones entrada-salida de sistemas que escalen la
variable independiente continua o que cambien el signo de la variable independiente.
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3.8.Sistemas realimentados

Es muy habitual, en la implementacién del diagrama de bloques de un sistema, encontrarse
con bucles (o lazos) de realimentacion, que, en general, no son mas que lineas de flujo en el
diagrama de bloques del sistema que permiten trasladar la seilal desde un punto A hasta otro
punto B, donde el célculo de la seiial en el punto B depende de qué sefial haya en el punto A.
Mas tipicamente, los bucles de realimentacién suelen usarse para realimentar la senal de
salida a algun punto intermedio del sistema. Y esto acostumbra a quedar reflejado en la
relacidn entrada-salida de modo tal que, habitualmente, el cdlculo de la sefal de salida en un
sistema realimentado depende de ella misma.

A modo de ejemplo, el «integrador discreto» ilustrado en la Figura 13 es una buena muestra
de sistema realimentado, cuya relacion de entrada-salida ilustra bien el hecho de que la salida
del sistema esté directamente implicada en el proceso de calculo de ella misma:

y[n] = Tn(x[n] = y[n - 1)) (31)

A este tipo de relaciones entrada-salida se las denomina implicitas, en el sentido de que
describen una relaciéon entre la entrada y la salida del sistema, frente a las relaciones
entrada-salida denominadas explicitas, que expresan la salida explicitamente en funcion de la
entrada del sistema (como seria cualquiera de las otras relaciones entrada-salida que hemos
visto hasta ahora en este apartado). Una relacidn entrada-salida implicita es una ecuacion que
puede ser resuelta y, por tanto, transformada en una relacién entrada-salida explicita
equivalente, si bien para resolverla suele ser necesario contar con informacidn acerca del
comportamiento del sistema que no estd incluida en su relacidon entrada-salida (a saber, el
estado inicial del sistema en el momento de su puesta en marcha). Esta es una cuestién de
gran interés, que serd retomada mas adelante, en mddulos posteriores.

Por el momento, nos conformaremos con haberla introducido y con poder constatar que, en
general, todo sistema IIR sera siempre un sistema realimentado, puesto que es gracias a, al
menos, un bucle de realimentacion que la salida del sistema puede llegar a ser una sefial
infinita ante una entrada de longitud finita como, por ejemplo, una sefial delta.

Para finalizar, a continuacion se propone un ejercicio de obtencidon de la relaciéon entrada-
salida y cdlculo de la respuesta impulsional en un sistema realimentado.

Ejemplo 2

Sea un sistema S cuyo diagrama de bloques es el siguiente:

+
x[n] ——- > yn]

0.9 oupE

Figura 16. Diagrama de bloques del sistema S.

Se pide obtener la relacién entrada-salida de S y calcular su respuesta impulsional.
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Solucion

En primer lugar, la presencia del bloque retardador de una muestra (ademas de la nomenclatura
usada para denotar las sefiales de entrada y de salida) nos indica que S es un sistema digital.

Entonces, vemos que la sefial en la salida del bloque retardador es y[n — 1] y que, por tanto, la
sefial en la salida del escalador es 0.9y[n — 1]. De este modo, ya obtenemos la relacién entrada-
salida del sistema S:

y[n] = Ts{x[n]} = x[n] = 0.9y[n — 1] (32)

Puesto que S es un sistema realimentado, se observa que la relacidon entrada-salida es implicita,
es decir, no expresa la sefial de salida del sistema explicitamente en funcién de la sefial de
entrada, sino que simplemente describe como estan relacionadas ambas sefiales en el sistema.

Ahora, a fin de calcular la respuesta impulsional del sistema a partir de una relaciéon entrada-
salida no explicita, podemos proceder de forma iterativa y tratar de obtener una expresion
generalizada de la misma. Empezaremos a iterar asumiendo que, puesto que §[n] = 0 paran <
0, también h[n] = 0 paran < 0:

h[n] = Ts{x[n] = 8[n]} = 8[n] — 0.9A[n — 1]
h[0] = 8[0] — 0.9A[-1] =1-0.9-0 =1
h[1] = 8[1] = 0.9R[0] =0 —0.9-1 = —0.9
h[2] = 6[2] — 0.9A[1] = 0 — 0.9(—0.9) = (0.9)?
h[3] = 8[3] — 0.9A[2] = 0 — 0.9(0.9)*> = —(0.9)*
h[4] = 8[4] — 0.9R[3] = 0 — 0.9(—(0.9)%) = (0.9)* .
h[5] = 8[5] — 0.9R[4] = 0 — 0.9(0.9)* = —(0.9)5

h[6] = 8[6] — 0.9R[5] = 0 — 0.9(—(0.9)%) = (0.9)°

h[i] = (—0.9)

Asi, se observa claramente la tendencia de que, a partir de n = 0, la muestra i-ésima de h[n] es
la potencia i-ésima de —0.9, de modo que estamos en condiciones de obtener una expresidn
general para h[n]:

0 para n<0

hin] = {(—0.9)" para n=0 = (=0.9)"u[n] (34)

3.9.Asociacion (o interconexion) de sistemas

Ademas de implementar sistemas interconectado bloques funcionales mediante lineas de
flujo, también es muy tipico en la practica la asociacion de sistemas, esto es, la interconexién
de sistemas mediante lineas de flujo y, si se requiere, mas bloques funcionales a fin de
construir sistemas mas complejos.
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En general, los modos de asociacién de sistemas mas basicos y habituales son los siguientes:

e Asociacién de sistemas en serie.

e Asociacion de sistemas en paralelo.

e Asociacidn de sistemas en lazo de realimentacion.
e Asociaciones de sistemas hibridas.

3.9.1. Asociacion de sistemas en serie

La asociacion en serie de sistemas es aquella en la que los sistemas se interconectan
secuencialmente, de modo tal que la entrada de cada sistema es excitada mediante la
salida del sistema inmediatamente anterior en la secuencia de interconexion, tal y
como se ilustra en la Figura 17.

—P 51 > 52 — e SN—1

4
2

Figura 17. Asociacion en serie de N sistemas.

La relacion entrada-salida del sistema global S resultante de la asociacion de N
sistemas en serie se obtiene como sigue:

y(©) = T} = Ts, {Ts,., s, {15, 00} }} (35)

yln) = Ts(xnl} = T, {Ts,,_, {Ts, {Ts, )} | (36)

siendoN E Ny N > 2.

En general, se puede asumir que en la ecuacion (35) los sistemas Sy, ..., Sy son analdgicos y, del
mismo modo, se puede asumir también que en la ecuacién (36) los sistemas Si,..., Sy son
digitales. Sin embargo, esto no tiene por qué ser necesariamente asi. Lo Unico seguro es que,
en (35), la entrada de S; y la salida de Sy son analdgicas; y en (36), la entrada de S; y la salida
de Sy son digitales.

En realidad, la Unica limitacién que se da en las asociaciones en serie de sistemas es la
siguiente: la seial de entrada de cualquier sistema en una asociacion en serie ha de ser del
mismo tipo que la seiial de salida del sistema que le precede en la interconexién. Es esta
condicidn, y solo esta condicion, la que determina las posibilidades de interconexion serie
entre sistemas analdgicos, digitales e hibridos (analdgico/digital y digital/analdgico), sin que
ello implique una pérdida de generalidad en las ecuaciones (35) y (36).
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3.9.2. Asociacion de sistemas en paralelo

La asociacién en paralelo de sistemas es aquella en la que los sistemas se interconectan
de modo tal que todos comparten la misma seiial de entrada y todas sus sefiales de
salida se combinan en un bloque sumador a fin de obtener una unica salida global, tal
y como se ilustra en la Figura 18.

— 5
SR
—e
> Sy-1
> Sy

Figura 18. Asociacién en paralelo de N sistemas.

La relaciéon entrada-salida del sistema global S resultante de la asociacion de N
sistemas en paralelo se obtiene como sigue:

y(@) = Ts{x(0)} = Ts, {x()} + - + Ts, {x(£)} (37)
y[n] = Ts{x[n]} = Ts, {x[n]} + - + Ts, {x[n]} (38)

siendoN E Ny N > 2.

La limitacion en este caso consiste en lo siguiente: todos los sistemas en una asociacion en
paralelo han de ser del mismo tipo, puesto que todos comparten la misma senal de entrada
(analdgica o digital) y todos han de generar una sefial de salida del mismo tipo (analdgica o
digital).

Teniendo esto en cuenta, la ecuacidn (37) esta definida de modo que tal los sistemas Sj,..., Sy
son analdgicos, y la ecuacion (38) estd definida de modo que tal los sistemas Sy,..., Sy son
digitales, sin que ello implique una pérdida de generalidad.
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3.9.3. Asociacion de dos sistemas en lazo de realimentacion

La asociacion en lazo de realimentacion de dos sistemas es aquella en la que la salida
del primero de ellos es la entrada del segundo, y la salida del segundo es afnadida a la
entrada del primero mediante un bloque sumador, tal y como se ilustra en la Figura 19.

\4

S1

Y
A
—
Y

52 -«

Figura 19. Asociacion en lazo de realimentacion de dos sistemas.

La relacion entrada-salida del sistema global S resultante de la asociacion de dos
sistemas en lazo de realimentacion se obtiene como sigue:

y(®) = Tsx(©)} = Ts, {x(0) + T5, ()} (39)

yln] = Ts{x[n]} = Ts, {x[n] + T, {y[n]}} (40)

La limitacion en este caso consiste en que, en una asociacion en lazo de realimentacion, la
sefial de entrada del sistema S, ha de ser del mismo tipo que la seial de salida del sistema
S5, y viceversa; es decir, 0 ambos sistemas son analdgicos, o ambos son digitales, o son dos
sistemas hibridos opuestos. Dicho lo cual, se puede asumir que en (39) ambos sistemas son
analdgicos, y que en (40) son digitales, sin que ello implique una pérdida de generalidad.

3.9.4. Asociaciones de sistemas hibridas

En general, los sistemas se pueden asociar en la practica combinando arbitrariamente las
formas de asociacion bdasicas que acabamos de ver. En términos tedricos, las Unicas
limitaciones a la hora de combinar formas de asociacidn de sistemas son las propias de cada
una de las formas de asociacidn que se utilicen, las cuales acaban de ser presentadas aqui.

Para finalizar, a continuacion se propone un ejercicio de obtencion de la relacion entrada-
salida y cdlculo de la salida en un sistema resultante de la asociacidn de varios sistemas.

Ejemplo 3
Sean los cuatro sistemas analdgicos siguientes:

dx(t)
dt

y() =Ts {x()} = (41)
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y(@) =Ts,{x(®)} = x(t — 1) (42)
y(©) =T, {x(®)} =x(t +1) (43)
1
y(®) =Ts, {(x(O)} = 5x(8) (44)

Sea el sistema global S resultante de la asociacion de Sy, S,, S3 y S, indicada en la Figura 20:

Sz

x(t) ———» S S, —— y(t)

S3

Figura 20. Sistema global S resultante de la asociacién de los sistemas S, S, S3y S4.

Se pide obtener la relacidn entrada-salida del sistema S, dibujar su diagrama de bloques y
calcular su salida al ser excitado con una sefial escalén unitario.

Soluciéon

En primer lugar, puesto que los cuatro sistemas asociados son sistemas analdgicos, ya sabemos
que el sistema global S también sera un sistema analdgico.

Dicho lo cual, la relacién entrada-salida del sistema S puede ser obtenida directamente a partir
de su diagrama de bloques, recorriéndolo desde la salida y hacia la entrada, y aplicando en cada
paso las relaciones entrada-salida de los sistemas Sy, S,, S5 y S, definidas en las ecuaciones (41)-
(44):

1 <dx(t -1 dx(t+ 1)) 3 ldx(t -1 B ldx(t +1)

YO =TEOY=35\36-D "ac+D ) "2 @ BT (45)

Asi, una vez conocida su relaciéon entrada-salida, ahora ya podemos dibujar el diagrama de
bloques del sistema global S:

1 L1/2
x(t) ——»| D y(t)

+1

Figura 21. Diagrama de bloques del sistema S.

Y, finalmente, calculamos la salida del sistema S ante un escalén unitario:

y(t) = Tslx(t) = u(t)} = %d”(;t_ D_ %du((t; D_ %5@ —1 —% S(t+1)  (46)
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4. Propiedades de los sistemas

En esta seccién se presentan y estudian las propiedades bdsicas de los sistemas, tanto
analdgicos como digitales. Todas estas propiedades van ligadas a importantes interpretaciones
fisicas acerca de la naturaleza de los sistemas, gracias a las cuales es posible enlazar las
formulaciones conceptuales y matematicas desarrolladas en la teoria con los aspectos
concretos propios de las implementaciones reales de los sistemas (ya sea en forma de circuitos
electrénicos, sistemas fisico-mecanicos, modelos predictivos, calculos realizados por un
procesador, etc.).

Asimismo, las propiedades que se describen a continuacidon son de gran relevancia para la
teoria misma de sefiales y sistemas, puesto que los contenidos de todos los moddulos
posteriores estaran centrados en el estudio de aquellos sistemas que poseen dos de estas
propiedades: la de linealidad y la de invariancia temporal. Ademas, también veremos que, en
la practica, siempre interesa trabajar con sistemas que sean causales y estables.

Por todas estas razones, es muy importante conocer y dominar con soltura las formulaciones y
los matices de todas estas propiedades, a fin de poder determinar si cualquier sistema que se
nos presente las posee o no.

4.1.Linealidad

La propiedad de linealidad es la capacidad de un sistema de preservar en su salida toda
posible combinacion lineal de sefiales presente en su entrada.

Asi, dada una combinacion lineal arbitraria de cualesquiera M seiales en la entrada de
un sistema lineal S, su salida sera la misma combinacién lineal de las M respuestas del
sistema a cada una de esas sefiales por separado:

M M M

y(©) = Tslx(0} = Ts{ ) apm(®f = ) aTslu®} = ) ami®  47)
i=1 i=1 i=1
M M M

ylnl = Tsfxlnl} = 51> ailnl{ = > aiTsfalnl} = ) apiln] — (48)
i=1 i=1 i=1

siendo M € N, M > 1; siendo los pesos a; valores constantes y, en general, complejos
(a; € C, Vi € {1, ..., M}); siendo y;(t) = Ts{x;(t)} e y;[n] = Ts{x;[n]}, Vi € {1, ..., M}; y
siendo S un sistema lineal analdgico en (47) y un sistema lineal digital en (48).
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Es muy importante comprender que si un sistema posee la propiedad de linealidad, su
comportamiento se ajusta siempre a lo descrito en (47) y (48), para toda combinacion lineal
de cualquier nimero de cualesquiera sefiales ponderadas con cualesquiera pesos que esté
presente en su entrada.

De este modo, un sistema lineal es aquel que posee la importante propiedad de Ia
superposicion: dada una entrada consistente en una superposicion arbitraria de sefiales
individuales, un sistema lineal procesa dicha entrada del mismo modo que si pudiera procesar
una a una y por separado cada una de las sefiales individuales superpuestas y construir
después la salida superponiendo de la misma forma las salidas individuales obtenidas.

A continuacidn, se propone un ejercicio de demostracién de la propiedad de linealidad de
diferentes sistemas.

Ejemplo 4

Sean los siguientes sistemas:

y(®) = Ts, {x(©)} = p() dj;—it) (49)
y(®) =T, {x(©)} = x*(t) (50)

y[n] = Tg, {x[n]} = 2x[n — 1] + x[3n] (51)
y[nl = Ts,{x[n]} = x[n] + 1 (52)

Se pide determinar cuales de ellos son lineales y cuales no lo son.
Solucion

a) Para determinar si S; es o no lineal, en primer lugar, definimos un conjunto arbitrario de M
seiiales cualesquiera y las salidas de S, para cada una de ellas por separado:

dx;(t)
dt

yi() = Ts, {x;(©)} = p(t) ,Vie{l,.., M} (53)

A continuacién, definimos una sefial de entrada para S; consistente en una combinacién lineal
arbitraria del conjunto de sefiales x;(t), Vi € {1, ..., M}:

M

x(t) = Z a;%;(t) (54)

i=1
siendo cada peso a; un valor constante, con a; € C, Vi € {1, ..., M}.

Ahora, segln (47), establecemos cémo seria la salida de §; ante la combinacion lineal arbitraria
de seiiales definida en (54) si $; fuese lineal:

M

N dx; " dx
y© =) an®=) a <p(t) ’;—t(t)) =p(®) ) 0,20 (55)

i=1 i=1

Para acabar, calculamos cudl es realmente la salida de §; ante la combinacion lineal arbitraria
de senales definida en (54) y comprobamos si es igual o no al resultado obtenido en (55):
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e Siloes, queda demostrado que S; es un sistema lineal.
e Sinolo es, queda demostrado que S; es un sistema no lineal.

(56)

p(O) ————

d d ax; Xi
Y(©) = T (x(0) = p(6) 2 - () LEE2 0O (t)z 5o

Se observa que y(t) = y'(t), lo que nos permite concluir que S, es un sistema lineal.

b) Procederemos analogamente en el caso de S,. Definimos primero un conjunto arbitrario de
M sefiales cualesquiera y las salidas de S, para cada una de ellas por separado:

yi(®) = T, {x; ()} = x} (t), Vi € {1, ..., M} (57)
A continuacién, definimos una sefial de entrada para S, consistente en una combinacion lineal
arbitraria del conjunto de sefiales x;(t), Vi € {1, ..., M}:

M

x(®) = ) e () (58)

i=1
siendo cada peso a; un valor constante, con a; € C, Vi € {1, ..., M}.
Ahora, segun (47), establecemos cémo seria la salida de S, ante la combinacion lineal arbitraria
de sefiales definida en (58) si S, fuese lineal:

M M

y(© =) am(® =) aixt® (59)

i=1 i=1

Y, para acabar, calculamos cual es realmente la salida de S, ante la combinacién lineal arbitraria
de sefiales definida en (58):

2

M
y(@) = Ts, {x()} = x*(t) = (Z a;x; (t)) (60)

i=1
Se observa que y(t) # y'(t), puesto que:

2

M
y(t) = (z am(t)) = (a2, (&) + - + ayay (D)’
i;l

Y'(©) = ) ai(®) = axF©) + -+ ok ©

i=1

= y(@) #y'(t) (61)

Por tanto, concluimos que S, es un sistema no lineal.

c) Puesto que la definicion de linealidad es la misma tanto para sistemas analdgicos como
digitales, procederemos andlogamente en el caso de S;. Definimos primero un conjunto
arbitrario de M sefiales cualesquiera y las salidas de S; para cada una de ellas por separado:

yiln] = Ts,{x;[n]} = 2x;[n — 1] + x;[3n], Vi € {1, ..., M} (62)

A continuacién, definimos una sefial de entrada para S; consistente en una combinacién lineal
arbitraria del conjunto de sefiales x;[n], Vi € {1, ..., M}:
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M

x[n] = Z a;x;[n] (63)

i=1
siendo cada peso a; un valor constante, con a; € C, Vi € {1, ..., M}.

Ahora, segun (48), establecemos cdmo seria la salida de S5 ante la combinacién lineal arbitraria
de sefiales definida en (63) si S5 fuese lineal:

M M

y'lnl = Y ayilnl = ) ai(@xln - 11+ x[3n]) =
i=1 i=1 (64)
2 Z a;x;[n—1] + Z a;x;[3n]

Y, para acabar, calculamos cual es realmente la salida de S5 ante la combinacién lineal arbitraria
de sefiales definida en (63):

M M
y[n] = Ts,{x[n]} = 2x[n — 1] + x[3n] = ZZ a;xi[n—1] + Z a;x;[3n] (65)
i=1 i=1

Se observa que y(t) = y'(t), lo que nos permite concluir que S5 es un sistema lineal.

d) De nuevo, y ya para finalizar el ejercicio, procederemos andlogamente en el caso de S,.
Definimos primero un conjunto arbitrario de M sefiales cualesquiera y las salidas de S, para cada
una de ellas por separado:

yi[n] = Ts, {x;[n]} = x;[n] + 1, Vi € {1, ..., M} (66)

A continuacién, definimos una sefial de entrada para S, consistente en una combinacién lineal
arbitraria del conjunto de sefiales x;[n], Vi € {1, ..., M}:

M

xln] = ) aguln] (67)

i=1
siendo cada peso a; un valor constante, con a; € C, Vi € {1, ..., M}.

Ahora, segun (48), establecemos cémo seria la salida de S, ante la combinacion lineal arbitraria
de sefiales definida en (67) si S, fuese lineal:

M M M M
vl = Y ayilnl = Y alalnl + 1 = ) aplnl + ) (68)
i=1 i=1 i=1 i=1

Y, para acabar, calculamos cual es realmente la salida de S, ante la combinacién lineal arbitraria
de sefiales definida en (67):

M
yln] = Ty, Gxfnl} = x[n] +1 = ) aixfn] + 1 (69)

i=1

Se observa que y(t) # y'(t), lo que nos permite concluir que S, es un sistema no lineal.
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La realizacidn de este ejercicio nos permite observar que, en general, la demostracién de si un
sistema es o no lineal implica siempre la aplicacion sistematica de la definicién de linealidad
de (47) y (48) a la relacién entrada-salida del sistema.

Aun asi, conviene notar que es posible intuir previamente si un sistema es o no lineal
observando las operaciones que se dan en su relacidon entrada-salida, lo cual puede resultar de
mucha ayuda a la hora de plantear la demostraciéon. En este sentido, y de manera informal, se
pueden considerar los siguientes sintomas:

e Sumar (o restar) sefales independientes de la entrada y la salida a sefiales que si
dependen de la entrada o de la salida sugiere no linealidad.

e Sumar (o restar) sefales que si dependen de la entrada o de la salida a sefiales que
también dependen de la entrada o de la salida no compromete la linealidad.

e Multiplicar (o dividir) sefiales que si dependen de la entrada o de la salida por sefiales
gue también dependen de la entrada o de la salida sugiere no linealidad.

e Multiplicar (o dividir) sefiales que si dependen de la entrada o de la salida por sefales
independientes de la entrada y la salida no compromete la linealidad.

e El calculo de cualquier potencia que implique a sefiales que si dependen de la entrada
o de la salida sugiere no linealidad.

e Calcular la derivada o la integral de sefiales que dependen de la entrada o de la salida
no compromete la linealidad.

e Las transformaciones de la variable independiente, en general, no comprometen la
linealidad.

4.2.Invariancia temporal

La propiedad de invariancia temporal es la capacidad de un sistema de preservar en su
salida cualquier desplazamiento horizontal al que pueda verse sometida su entrada.

Asi, dada una sefal cualquiera, la salida de un sistema invariante en el tiempo S ante
un desplazamiento horizontal arbitrario de dicha sefal sera la misma que ante la senal
sin desplazar sometida a ese mismo desplazamiento horizontal arbitrario:

Te{x(®)} =y(t) & T{x(t+ty)} =yt *ty),Vty ER (70)
Ts{x[n]} = y[n] & Ts{x[n £ nel} = y[n £ ngl, vn, € Z (71)

siendo t, y ny valores constantes, y siendo S un sistema invariante en el tiempo
analdgico en (70) y un sistema invariante en el tiempo digital en (71).

Es muy importante comprender que, si un sistema posee la propiedad de invariancia temporal,
su comportamiento se ajusta siempre a lo descrito en (70) y (71), para cualquier sefial
sometida a cualquier desplazamiento horizontal que esté presente en su entrada.
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De este modo, lo que caracteriza a un sistema invariante en el tiempo es que siempre se
comporta del mismo modo, es decir, que su comportamiento no varia con el tiempo: un
sistema invariante en el tiempo esta haciendo siempre lo mismo, independientemente del
instante de tiempo en que sea observado.

A continuacién, se propone un ejercicio de demostracion de la propiedad de invariancia
temporal de diferentes sistemas.

Ejemplo 5

Sean los siguientes sistemas:

y(@) = Ts, {x(©)} = p(t)x(t) (72)
Y =To @) = [ x*@dr (73)
y[n] = Tg,{x[n]} = x[3n] (74)
y[nl =T, {x[n]} = 2x[n—-1] + 1 (75)

Se pide determinar cuales de ellos son invariantes en el tiempo y cudles no lo son.
Solucion

a) Paradeterminar si S; es o no invariante en el tiempo, en primer lugar, definimos la salida de
S, ante una sefial de entrada cualquiera: denominando x(t) a dicha sefial, dicha definicion ya es
justamente la relacidn entrada-salida de S; expresada en (72).

Ahora, segln (70), establecemos cdmo seria la salida de $; ante un desplazamiento horizontal
arbitrario de dicha sefial de entrada si §; fuese invariante en el tiempo:

y(t —to) = p(t —to)x(t — to) (76)
alli donde t, es un valor constante arbitrario, siendo t, € R.

Para acabar, calculamos cudl es realmente la salida de S; ante ese desplazamiento horizontal
arbitrario de la sefal de entrada y comprobamos si es igual o no al resultado obtenido en (76):

e Silo es, queda demostrado que S; es un sistema invariante en el tiempo.
e Sinolo es, queda demostrado que S es un sistema variante en el tiempo.

T, {x(t — to)} = p(O)x(t — to) (77)
Se observa que Ts {x(t — to)} # y(t — ty), con lo que $; es un sistema variante en el tiempo.

b) Andlogamente, la salida de S, ante una sefial de entrada cualquiera no es mas que su
relacion entrada-salida, ya definida en (73). Ahora, segun (70), establecemos cdmo seria la salida
de S, ante un desplazamiento horizontal arbitrario de dicha sefial de entrada si S, fuese
invariante en el tiempo:
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t—to

Yt —ty) = f *¥2(D)de (78)

—o0
alli donde t, es un valor constante arbitrario, siendo t, € R.

Para acabar, calculamos cuadl es realmente la salida de S, ante ese desplazamiento horizontal
arbitrario de la sefial de entrada y comprobamos si es igual o no al resultado obtenido en (78):

(c=1—-1¢p)
t T=0+t, ] o
Ts,{x(t —to)} = fxz('f —t)dt={dr=d(c+t,)) =do| = J. x*(0)do (79)
—00 T=t:0'=t—t0 —00

T —00 = g—> —©

Se observa que T, {x(t —ty)} = y(t — t;), puesto que la variable de integracién (t o g) no
supone ninguna diferencia. Por tanto, concluimos que S, es un sistema invariante en el tiempo.

c¢) Andlogamente, la salida de S; ante una sefial de entrada cualquiera no es mas que su
relacion entrada-salida, ya definida en (74). Ahora, segun (71), establecemos cdmo seria la salida
de S; ante un desplazamiento horizontal arbitrario de dicha sefial de entrada si S; fuese
invariante en el tiempo:

y[n —nol = x[3(n —ny)] = x[3n — 3n,] (80)
alli donde n, es un valor constante arbitrario, siendo ny € Z.

Para acabar, calculamos cuadl es realmente la salida de S; ante ese desplazamiento horizontal
arbitrario de la sefial de entrada y comprobamos si es igual o no al resultado obtenido en (80):

T53{x[n —no]} = x[3n — n,] (81)
Se observa que Ts, {x[n — n,]} # y[n — ne]; por tanto, S3 es un sistema variante en el tiempo.

d) Anadlogamente, la salida de S, ante una sefial de entrada cualquiera no es mds que su
relacion entrada-salida, ya definida en (75). Ahora, segun (71), establecemos cdmo seria la salida
de S, ante un desplazamiento horizontal arbitrario de dicha sefial de entrada si S, fuese
invariante en el tiempo:

yln—ny]l =2x[n—ny—1]+1 (82)
alli donde n, es un valor constante arbitrario, siendo n, € Z.

Para acabar, calculamos cual es realmente la salida de S, ante ese desplazamiento horizontal
arbitrario de la sefial de entrada y comprobamos si es igual o no al resultado obtenido en (82):

Ts{x[n —nel} =2x[n—my—1] +1 (83)
Puesto que Ts, {x[n — nol} = y[n — ny], vemos que S, es un sistema invariante en el tiempo.

La realizacion de este ejercicio nos permite observar que, en general, la demostracion de si un
sistema es o no invariante en el tiempo implica siempre la aplicacion sistematica de la
definicion de invariancia temporal de (70) y (71) a la relacion entrada-salida del sistema.
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Aun asi, conviene notar que, de nuevo, es posible intuir previamente si un sistema es o no
invariante en el tiempo observando las operaciones que se dan en su relacién entrada-salida.
En este sentido, y de manera informal, se pueden considerar los siguientes sintomas:

e La presencia de sefales no constantes independientes de la entrada y la salida sugiere
variancia temporal.

e La presencia de constantes no compromete la invariancia temporal.

e Tanto la expansidn/compresidn como la reflexidn horizontal de sefiales que dependen
de la entrada o la salida (es decir, tanto el escalado como el cambio de signo de su
variable independiente) sugieren variancia temporal.

e El desplazamiento horizontal de sefiales que dependen de la entrada o la salida (es
decir, sumar/restar constantes a su variable independiente) no compromete la
invariancia temporal.

e Calcular la derivada o la integral de sefiales que dependen de la entrada o de la salida
no compromete la invariancia temporal.

4.3.Causalidad

La propiedad de causalidad es la capacidad de un sistema de calcular su salida usando
exclusivamente informacion presente y/o pasada de su entrada. De este modo:

e Un sistema es causal si y solo si el valor de la salida en cualquier instante de
tiempo no depende de valores de la entrada en instantes posteriores a ese.

e Un sistema es no causal si y solo si el valor de la salida en algun instante de
tiempo depende del valor de la entrada en algun instante posterior a ese.

e Un sistema es anticausal si y solo si el valor de la salida en cualquier instante de
tiempo depende solo de valores de la entrada en instantes posteriores a ese.

Notese que, para que un sistema sea causal, bajo ninguna circunstancia (o sea, en ningln
momento y ante ninguna sefial de entrada) ha de usar informacion futura para calcular su
salida. Y, del mismo modo, para que un sistema sea anticausal, bajo ninguna circunstancia (o
sea, en ningln momento y ante ninguna sefial de entrada) ha de usar informacién presente o
pasada para calcular su salida. Claramente, todo sistema anticausal es no causal, pero no todo
sistema no causal es anticausal, puesto que, para que un sistema sea no causal, basta con que
en una Unica circunstancia (o sea, en algin momento o ante alguna sefial de entrada) use
informacidn futura para calcular su salida.

La propiedad de causalidad es de gran importancia, puesto que determina si un sistema puede
ser implementado en la practica o no: siempre que la variable independiente sea el tiempo,
solo los sistemas causales pueden ser realmente implementados en la practica. Obviamente,
esto se debe a que, en el universo fisico, las causas siempre preceden a los efectos, de modo
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gue es imposible que se den efectos causados por fendmenos que aldn no han acontecido. En
el mejor de los casos, si es posible implementar sistemas no causales para que trabajen offline,
esto es, en diferido, pero nunca a tiempo real: es posible simular el comportamiento de un
sistema no causal, calculando en diferido la sefial de salida que dicho sistema genera ante una
entrada, esperando a tener acumulada en algun tipo de memoria la cantidad suficiente de
valores de amplitud de dicha entrada para poder realizar el calculo (tal cantidad, huelga
decirlo, tendra que ser finita).

A continuacidn, se propone un ejercicio de demostracidon de la propiedad de causalidad de
diferentes sistemas.

Ejemplo 6

Sean los siguientes sistemas:

y(©) = Ts, (®) = x(=0) (84
y(©) = To,(x(©) = x( + D (85)
3
yln] = Ty, xlnl} = x| | (86)
yln] = Ty, (x[nl} = x[n] - 0.9y[n — 1] )

Se pide determinar cuales de ellos son causales y cuales no lo son.
Solucion

a) Determinar que un sistema es no causal requiere hallar, al menos, un instante de tiempo en
la salida dependa de valores de la entrada posteriores a ese instante. En un sistema analdgico,
hay que hallar algun instante t; tal que y(t,) dependa de, al menos, x(t,), siendo t, > t;.

En el caso de S, eso es bien sencillo, pues basta con tomar cualquier valor negativo de t:
y(=1) = Ts {x(=1D} = x(1) (88)

Esto ya demuestra que §; es un sistema no causal, puesto que calcular su salida en t = —1
requiere conocer cuanto valdra su entrada dos segundos después, en t = 1.

Por otra parte, S; no es anticausal, puesto que, para calcular su salida en cualquier valor no
negativo de t, echa mano de valores presentes o pasados de la entrada; por ejemplo:

y(0) = Ts, {x(0)} = x(0) (89)
y() =Ts, {x(1} = x(-1) (90)

b) Procediendo de forma andloga al apartado anterior, se observa claramente que S, es un
sistema anticausal, puesto que, para cualquier instante de tiempo que consideremos, su salida
depende exclusivamente de valores futuros de su entrada:

y(to) = Ts,{x(to)} = x(to + 1), Vt, ER (91)
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c) En el caso de un sistema digital, para determinar que es no causal, hay que hallar alguna
muestra n, tal que y(n,) dependa de, al menos, x(n,), siendo n, > n,. Vemos que, en el caso
de S;, esto se logra facilmente escogiendo cualquier valor par positivo de n:

y[2] = Ts, {x(2)} = x[3] (92)

Esto ya demuestra que S5 es un sistema no causal. Y, de nuevo, S; no es anticausal, puesto que,
para calcular su salida en cualquier valor par no positivo de n, echa mano de valores presentes o
pasados de la entrada; por ejemplo:

y[0] = Ts, {x[0]} = x[0] (93)
y[=2] = Ts, {x[-2]} = x[-3] (94)

d) Finalmente, se observa que en la relacidn entrada-salida de S, Unicamente estan implicados
x[n] (es decir, el valor actual de la sefial de entrada) e y[n — 1] (es decir, la sefial de salida del
sistema atrasada una muestra). Esto ya es suficiente para demostrar que S, es un sistema causal,
pues en el célculo de y[n] solo maneja informacidn presente y pasada, y en ningun caso futura,
tanto de la entrada como de la salida.

Por su parte, el término 0.9y[n — 1] indica que S, es un sistema realimentado, pero en ese lazo
de realimentacion se va acumulando el pasado, y nunca el futuro, de la sefal de entrada, puesto
que, en general, para cualquier valor arbitrario n = ny:

yInel = x[ne] — 0.9y[ny — 1]
y[no — 1] = x[ny — 1] — 0.9y[n, — 2]
y[no — 2] = x[ny — 2] = 0.9y[n, — 3] (95)

y[no — 3] = x[ny — 3] — 0.9y[n, — 4]

La realizacion de este ejercicio nos permite observar que, en general, la demostracion de si un
sistema es o no causal implica evaluar su relacién entrada-salida en busca de elementos que,
en al menos algun instante de tiempo, supongan el uso de valores de la sefial de entrada
posteriores a dicho instante. Como siempre, es posible intuir si un sistema es o no causal
simplemente observando las operaciones que se implementan en su relacion entrada-salida.
En este sentido, y de manera puramente informal, se pueden considerar los siguientes
sintomas:

e Exceptuando la resta de una constante positiva, las transformaciones de la variable
independiente en sefiales que dependen de la entrada o la salida sugieren no
causalidad.

e Cualquier otra operacién, tanto si afecta a las sefiales de entrada y de salida como si
no, no compromete la causalidad.
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4.4, Estabilidad

La propiedad de estabilidad es la capacidad de un sistema de garantizar que su salida
estara acotada en amplitud siempre que también lo esté su entrada.

Asi, la salida de un sistema estable S ante cualquier seial acotada en amplitud sera
también una sefial acotada en amplitud:

x(®)| <A = |y(t)|<B (96)
lx[n]| <A = |y[n]| <B (97)

siendo A y B valores finitos, con A, B € R, y siendo S un sistema estable analdgico tal
que y(t) = Te{x(t)} en (96) y un sistema estable digital tal que y[n] = T¢{x[n]} en (97).

Es muy importante comprender que, si un sistema posee la propiedad de estabilidad, su
comportamiento se ajusta siempre a lo descrito en (96) y (97), para cualquier sefal acotada a
cualquier nivel de amplitud que esté presente en su entrada.

La estabilidad de un sistema es algo muy deseable en la practica, pues garantiza que la salida
no va a divergir en amplitud, evitando asi que pueda llegar a aumentar indiscriminadamente
hasta dafar otros sistemas cuyas entradas puedan depender de la salida de este (por
someterlos a sefales de potencias muy elevadas), o a que, por ejemplo, en el caso de sistemas
digitales implementados en procesadores tipo DSP (del inglés, Digital Signal Processor) o FPGA
(del inglés, Field Programmable Gate Array), la precisidn numérica no baste para representar
los niveles de amplitud de las sefiales. En general, y muy especialmente en aplicaciones que
trabajen a tiempo real, es muy habitual buscar que los sistemas implicados sean siempre
causales y estables.

A continuacion, se propone un ejercicio de demostracién de la propiedad de estabilidad.
Ejemplo 7

Sean los siguientes sistemas:

Y(O) = Ty, (x(®)} = 20 (98)

Y(©) = o, (x(®)} = x(0) = 2y(c — 1) (99)
yin] = Ty, (xlnl) = —xln] (100)

yln] = Ty, (xlnl} = x[n] - 0.9y[n — 1] (101)

Se pide determinar cuales de ellos son estables y cuales no lo son.
Solucion

a) ParaversiS; es o no estable, aplicamos directamente la definicién de estabilidad de (96):



Universitat Oberta de Catalunya 38 Sefiales y sistemas | (Mddulo 2)
(uoq) Sistemas analdgicos y digitales

x(®)] <A = [x@ = x@®O|lx@)| < A-A = A
(102)
y(t) = T, {x(®)} = x*(@) = |ly@®)| = [x*@)] = [x(Ox(®)| = [x(®)]|x(®)] < A?

Por tanto, S es un sistema estable, puesto que, ante cualquier sefial de entrada acotada en
amplitud por una cota arbitraria 4, su salida esta acotada en amplitud por una cota A?.

b) En el caso de S,, vemos que se trata de un sistema realimentado. La presencia de lazos de
realimentacion es un factor crucial a la hora de determinar la estabilidad de un sistema.
Iterando la relacién entrada-salida de S,, se observa una acumulacién de términos que dependen
de la sefal de entrada multiplicados por factores cada vez mayores:

y(@) =T, {x(®)} =x(t) - 2y(t - 1)
y(©) =x(t) —2y(t—1)
yt—-1D)=x@t—-1)-2y(t—-2) = y@) =x(t) —2x(t —1) + 4yt —2)

yt—2)=x(t—-2)-2y(t-3) = (103)
y() =x() —2x(t —1) +4x(t —2) —8y(t — 3)

yt—-3)=x(t—-3)-2y(t—4) =
y() =x() —2x(t —1) +4x(t —2) —8x(t —3) + 16y(t — 4)

Siguiendo la tendencia observada en (103), se observa que el lazo de realimentacidén provoca
que, en el calculo de y(t), la acumulacién de sucesivas versiones retardadas de la sefial de
entrada, estando cada una de ellas ponderada por un factor cada vez mayor:

y(O) = Te, (x(®) = ) (-2 = D) (104)
=1

En este caso, y precisamente debido a que los factores de ponderacion van creciendo, se observa
que S, es un sistema inestable, puesto que, aun estando x(t) acotada en amplitud, la amplitud
de su salida crece indiscriminadamente y, por tanto, no estd acotada:

x(O)] <4 = ‘g&;(—zyx(t—z) Sl\lli_r)rgozl:l(—Z)lx(t—m -

2 — 2N+t (105)
llmzl( 2)||x(t—z)|_AhmZ|—2|l A lim zl Alim == =
=1

Alim 2Vt —2) =00 = |x(t)| <4 # |y(®)|<B

N-oco

c) En el caso de S3, se observa en su relacién entrada-salida que su salida presenta un valor
problematico paran = 0:

y10] = To, (4[]} = 52[0] >0 = |x(©ISA » yOI<B (108

Por tanto, S3 es un sistema inestable, puesto que una sefial de entrada acotada en amplitud no
garantiza que su salida también lo esté.
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d) En el caso de S,, vemos que también se trata de un sistema realimentado. Sin embargo, al
iterar su relacién entrada-salida, se observa que, en la acumulacién de términos dependientes de
la sefial de entrada, estos estan multiplicados por factores cada vez menores:

y[n] = Ts,{x[n]} = x[n] = 0.9y[n — 1]
y[n] = x[n] = 0.9y[n — 1]

yin—-1=xn-1]1-09y[n-2] =
y[n] = x[n] — 0.9x[n — 1] + (0.9)%y[n — 2]

yln—-2]=xn-2]-09y[n-3] = (107)
y[n] = x[n] — 0.9x[n — 1] + (0.9)2x[n — 2] — (0.9)3y[n — 3]
y[n—3]=x[n—3]—-09y[n—4] =
y[n] = x[n] — 0.9x[n — 1] + (0.9)2x[n — 2] — (0.9)3x[n — 3] + (0.9)*y[n — 4]
Siguiendo la tendencia observada en (107):
ylnl = To, (x[nl} = ) (~0.9)"x[n —m] (108)

m=1

En este caso, y precisamente debido a que los factores de ponderacién van tendiendo a 0, se
observa que S, es un sistema estable, puesto que, estando x[n] acotada en amplitud, la
amplitud de y[n] también queda acotada:

x| <4 =

N N
lim Z (—0.9)™x[n —m]| < lim Zl(—O.‘))mx[n —m]| =
m=1 i=l

) N . . N oA 0.9 — (0.9)V+1 (109)
lim 109" [x[n = mll = 4 lim > (0.9)™ = 4 lim —————— =
m=1 m=1

104 lim (09— (0.9"*) =94 = x| <4 = |y(®)] <94

La realizacion de este ejercicio nos permite observar que, en general, la demostracion de si un
sistema es o no estable acostumbra a implicar la bisqueda de lazos de realimentacidn en la
relacion entrada-salida del sistema:

e En general, la ausencia de lazos de realimentacién sugiere estabilidad. Aun asi, puede
darse el caso, como hemos visto, que el sistema incluya constantes o sefales internas
cuya amplitud sea infinita (cosa imposible en un sistema que realmente pueda
implementarse en la préctica) o igual a cero (dividiendo, por ejemplo, a la sefial de
entrada), lo cual sugiere inestabilidad.

e En presencia de lazos de realimentacién, puede darse el caso que la seiial
realimentada sea multiplicada por alguna constante o por alguna otra sefial. En
general, que el mddulo de tal constante, o sefial, sea menor que la unidad sugiere
estabilidad; y que el médulo de tal constante, o sefial, sea mayor o igual que la unidad
sugiere inestabilidad.
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4.5.Memoria de un sistema

La memoria es la capacidad de un sistema de usar informacién pasada de su entrada
para calcular su salida. De este modo:

e Un sistema tiene una memoria de T segundos, o N muestras, si y solo si el valor
de la salida en algun instante de tiempo llega a depender del valor de la
entrada T segundos, o N muestras, antes de dicho instante.

e Un sistema es instantaneo si y solo si el valor de la salida en cualquier instante
de tiempo depende solo del valor de la entrada en ese mismo instante.

e Un sistema no tiene memoria si y solo si el valor de la salida en cualquier
instante de tiempo nunca depende del valor de la entrada en algln instante
anterior.

Notese que, para que un sistema tenga memoria, basta con que en una Unica circunstancia (o
sea, en algin momento o ante alguna seial de entrada) use informacion pasada para calcular
su salida. Sin embargo, para que un sistema sea instantaneo, bajo ninguna circunstancia (o sea,
en ningn momento y ante ninguna sefial de entrada) ha de usar informaciéon que no sea
estrictamente presente para calcular su salida.

A continuacién, se propone un ejercicio de calculo de la cantidad de memoria de diferentes
sistemas.

Ejemplo 8

Sean los siguientes sistemas:

Y(©) = Ty, (e(0)) = x(-0 (110

y(©) = Ty (0 = x (2 =) (111)
yinl = Ty, (elnl) = 20n] + (112)
i) = T, (xlnl} = xin] ~ s yln — 1] (113)

Se pide calcular la memoria de cada uno de ellos.
Solucion

a) Enelcasode S;, se observa que, en valores positivos de t, el sistema recurre a informacién
pasada de la entrada para calcular la salida; por ejemplo, para t = 10:

y(10) = Ts, {x(10)} = x(-10) (114)

En general, si nos remontamos a t — 400, vemos que el sistema recurre al valor de la entrada
parat - —oo:
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y(t = +o0) = Tg {x(t - +0)} = x(~t - +o0) = x(t - —o0) (115)

Esto nos indica que S es un sistema de memoria infinita, pues es capaz de recordar cualquier
valor pasado de la sefial de entrada.

b) En este caso, se observa que S, tiene una memoria de medio segundo, pues, para
cualquier instante de tiempo y ante cualquier sefial de entrada, el valor de su salida es siempre
igual al valor de su entrada 1/2 segundo antes:

1
y(to) = Ts,{x(to)} = x (to - E) ,Vt, ER (116)

c) Eneste caso, se observa que S3 es un sistema instantaneo, pues, para cualquier instante de
tiempo y ante cualquier sefial de entrada, el valor de su salida es siempre igual a 3/2 mas el valor
de su entrada en ese mismo instante, sin utilizar nunca informacién pasada ni futura de su

entrada, sino solo informacion actual:
. 3
ynel = Ts,{x[no]} = x*[ne] + 3’ Vn, € Z (117)

d) Finalmente, se observa que el sistema S, definido en (113) es el mismo sistema S, definido
en (101), en el Ejemplo 7.

Por tanto, podemos recurrir a la ecuacién (108), en ese mismo ejercicio, para observar que S, es
un sistema de memoria infinita, puesto que, gracias al lazo de realimentacion, va acumulando
toda la informacion pasada de la sefial de entrada para calcular su salida:

ylnl = ) (=0.9)"x[n - m] =
m=1 (118)

x[n] — 0.9x[n — 1] + (0.9)?x[n — 2] — (0.9)3x[n — 3] + (0.9)*x[n — 4] ---

La realizacion de este ejercicio nos permite observar que, en general, el calculo de la memoria
de un sistema implica evaluar su relacién entrada-salida en busca de elementos que, en al
menos algun instante de tiempo, supongan el uso de valores de la sefial de entrada
anteriores a dicho instante.

Como siempre, es posible intuir la cantidad de memoria de un sistema simplemente
observando las operaciones que se implementan en su relacién entrada-salida. En este
sentido, y de manera puramente informal, se pueden tener en consideracion los siguientes
sintomas:

e La presencia de lazos de realimentacién en algin punto del sistema sugiere memoria
infinita.

e Las transformaciones de la variable independiente en sefales que dependen de la
sefial de entrada del sistema son indicadores de la memoria del sistema.
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4.6.Invertibilidad

La propiedad de invertibilidad es la capacidad de un sistema de ser anulado por otro
sistema.

Asi, un sistema S; es invertible si y solo si existe otro sistema S, tal que, ante
cualquier sefal presente en la entrada de S, la asociacidn serie que conecta la salida
de S, ala entrada de S, genera en la salida de S, una seiial igual a la entrada de S;:

Ty, {Ts, (03} = x(0), ¥x(0) (119)

Ts, {Ts, (elnl}} = x[n), vx[n] (120)

alli donde S, es el sistema inverso de S (S; = SII), estando ambos conectados tal y
como se indica en la Figura 17.

Nétese que, para que un sistema sea invertible, es necesario que nunca presente la misma
sefal de salida ante dos o mas senales de entrada distintas, puesto que, si lo hiciera, seria
imposible que su hipotético sistema inverso fuera capaz de discriminar ante qué sefial de
entrada estd siendo generada dicha salida.

La propiedad de invertibilidad puede llegar a ser de mucho interés en la prdctica, puesto que
en muchos ambitos se requiere el disefio de sistemas que anulen o compensen ciertos efectos:
por ejemplo, ecualizar un canal de comunicaciones, compensar la reverberacién acustica en
una sala, etc.

A continuacidn, se propone un ejercicio de demostracion de la propiedad de invertibilidad de
diferentes sistemas.

Ejemplo 9

Sean los siguientes sistemas:

y(@) =Ts {x(®)} = tx(=2t) + 1 (121)
y(t) = Ts,{x(t)} = x*(t) (122)
y[n] = Ts,{x[n]} = x[3n] (123)

yIn] = Ty, x[n]} = x[n] — — yln — 1] (124)

10”
Se pide determinar cuales de ellos son invertibles y cudles no lo son.

Solucién

a) En el caso de S;, se observa que todas las operaciones y transformaciones presentes en su
relacion entrada-salida pueden ser compensadas una por una:
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e Lasuma de la constante 1 se compensa restandola.

e El escalado en factor 2 y el cambio de signo de la variable independiente se compensan
volviendo a cambiarle el signo a la variable independiente y escaldndola en factor 1/2.

e El producto por t se compensa multiplicando por 1/t, pero, debido a que la
compensacién anterior es una transformacion de la variable independiente, este 1/t se
convierte enun —2/t.

Asi pues, proponemos el sistema S;; como posible sistema inverso de S;:

T, {x(0)} = — % (x (— % t) - 1) (125)

Aplicamos la definicion de invertibilidad definida en (119) para comprobar si realmente lo es:

o, (T @) = 2 (y(-5¢) - 1) =
g <<_%t>x(_2<_%t>>+l>_l ) (126)

—%((—%t)x(t) +1-— 1) = —%(—%t>x(t) = x(t)

Por tanto, S, es un sistema invertible y S;, es su sistema inverso (S;; = S71):

x(t) ———» S St —— x(t)

A 4

Figura 22. El sistema global S resultante de la asociacion serie de S y su sistema inverso Sq;.

b) En este caso, se observa que S, no es un sistema invertible, puesto que es capaz de
presentar la misma salida ante dos o mas sefiales de entrada distintas; por ejemplo:

() =T, {xu®) =1}=1*=1

Ante la tentacidn de definir un posible sistema inverso de S, que calcule la raiz cuadrada de la
entrada (o que la eleve a 1/2), seria necesario escoger entre la raiz cuadrada positiva o la
negativa, puesto que un sistema no puede presentar simultdneamente dos salidas distintas ante
una misma entrada.

c¢) En este caso, se observa que S3 no es un sistema invertible, puesto que en S; se aplica un
diezmo en factor 3 de la sefial, de modo que hay muestras de la sefial de entrada que se pierden
en el diezmo y esa es una informacidon que ya no se puede recuperar después (el hipotético
sistema inverso de S; tendria que saber los valores de las muestras descartadas en el diezmo y
eso es imposible).

d) Finalmente, se observa que el sistema S, es, de nuevo, el mismo sistema S, del Ejemplo 7y
el Ejemplo 8. Si nos fijamos en la ecuacidon (118), vemos lo siguiente:

yln] = Ts,{x[n]} = x[n] — 0.9x[n — 1] + (0.9)*x[n — 2] — (0.9)°x[n — 3] +---  (128)
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O sea, que la salida de S, es una serie infinita de versiones atrasadas de la sefial de entrada que

cumple con las siguientes caracteristicas:

e El retardo aplicado a x[n] en cada término de la serie es una unidad mayor que el
aplicado en el término inmediatamente anterior.

e El signo de cada término de la serie es el opuesto al del término inmediatamente
anterior.

e Elfactor de amplitud de cada término de la serie es igual a 0.9 por el factor de amplitud
del término inmediatamente anterior.

Por estas razones, es posible anular cada término de la serie salvo el primero (x[n]) sumandole el
término inmediatamente anterior multiplicado por 0.9. Por tanto, proponemos el sistema S,,
como posible sistema inverso de S,:

Ts, (x[n]} = x[n] + 19—0x[n —1] (129)

Aplicamos la definicién de invertibilidad definida en (120) para comprobar si realmente lo es:

Ts,, {T54{x[n]}] = (x[n] — 0.9x[n — 1] + (0.9)2x[n — 2] — (0.9)3x[n — 3] + )

9 2 —
+1—0(x[n —1]-09x[n— 2]+ (0.9)°x[n—3] —---) = (130)

x[n] —0.9x[n — 1] + (0.9)%x[n — 2] — (0.9)3x[n — 3] + -
+0.9x[n — 1] — (0.9)%x[n — 2] + (0.9)3x[n — 3] — -+ = x[n]

Por tanto, S4 es un sistema invertible y S, es su sistema inverso (S;4, = S;1):

A 4

x[n] — > 54 544 > x[n]

Figura 23. El sistema global S resultante de la asociacion serie de S, y su sistema inverso S44.

En general, los lazos de realimentacion que suman a la sefal de entrada versiones desplazadas
de la senal de salida multiplicadas por una constante pueden compensarse restando las mismas
versiones desplazadas de la sefal de entrada multiplicadas por la misma constante, y viceversa;

es decir:

x[n] »D » x[n]

y y

z™N z™N

Figura 24. Compensacion entre retardo de la entrada y lazo de realimentacion de la salida.

La realizacidn de este ejercicio nos permite observar que, en general, no es facil determinar si
un sistema es invertible. Habitualmente, poder hacerlo pasa por proponer un posible sistema
inverso y demostrar que lo es. En este sentido, una estrategia razonable pasa por tratar de ir
compensando una a una las operaciones y transformaciones presentes en la relacién entrada-
salida del sistema que se pretende invertir (tal y como hemos hecho, por ejemplo, con el
sistema S; en el ejercicio anterior). Sin embargo, que no seamos capaces de encontrarle un
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sistema inverso a un sistema dado en ninglin caso demuestra que dicho sistema no sea
invertible. Otra estrategia bastante razonable es la de buscar aspectos no compensables en la
relacidon entrada-salida del sistema que se pretende invertir (tal y como hemos hecho, por
ejemplo, con los sistemas S, y S5 en el ejercicio anterior). De hallar alguno, si puede ser mucho
mas facil demostrar que el sistema no es invertible.

4.7.Acerca de las propiedades de los sistemas «caja negra»

En los apartados anteriores hemos visto que demostrar qué propiedades posee o no posee un
sistema requiere conocer su relacién entrada-salida (o, en su defecto, su diagrama de
bloques), esto es, conocer el sistema en su totalidad. Sin embargo, una situacién que
perfectamente puede darse en la practica es la de trabajar con sistemas cuya relacién entrada-
salida es desconocida, es decir, y como ya vimos al final de la secciéon 2, trabajar con sistemas
tipo «caja negra».

En esta clase de situaciones no se dispone de un conocimiento completo del comportamiento
del sistema, sino de informacién parcial acerca del mismo: nicamente se conocen las senales
de salida que el sistema genera al ser excitado mediante determinadas sefiales de entrada;
es decir, y sin pérdida de generalidad (esto mismo también puede darse en sistemas hibridos):

yi(t) = Ts{x; ()}, Vi € {1, ..., M} (131)
yiln] = Tso{x;[n]}, vi € {1, ..., M} (132)

alli donde M es el nimero finito de pares sefial de entrada/sefial de salida conocidos, y S es un
sistema «caja negra» analdgico en (131), y digital en (132).

x1 (£), 22 (E), ..., % (£) y1(0),y2 (), o, yar (O
e S —>
x1[nl, xz[nl, ..., xp[n] yilnl yanl, ..., yulnl

Figura 25. Sistema «caja negra» del que solo se tiene un conocimiento parcial: se conocen M seiales de salida
que el sistema genera ante M seiiales de entrada conocidas.

Esta situacion puede darse, por ejemplo, al modelizar un canal de comunicaciones (se envia
una sefal piloto a través del canal desde el emisor y se observa cual es la sefial recibida en el
receptor) o la respuesta acustica de una sala (se genera una sefal acustica mediante un altavoz
desde un punto de la sala y se capta la sefial generada en otro punto de la sala mediante un
micréfono): siendo la relacion entrada-salida del sistema desconocida, excitarlo con ciertas
sefales de entrada conocidas y analizar su respuesta ante tales sefiales puede servir para
obtener una estimacion del comportamiento general del sistema.

En todo caso, demostrar que un sistema «caja negra» posee una cierta propiedad es
imposible. Esto es asi debido a que, como ya hemos visto, si un sistema posee una cierta
propiedad, la posee siempre, en cualquier circunstancia y ante cualquier sefial de entrada. Asi,
demostrar de esta manera si un sistema posee una cierta propiedad requeriria conocer su
salida ante todas las posibles sefiales de entrada que se le puedan llegar a presentar, es decir,
ante infinitas sefales de entrada diferentes. Y, obviamente, eso nunca serd posible.
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Por tanto, lo mas que puede llegar a demostrarse en situaciones de este estilo es lo siguiente:

Dados un sistema «caja negra» S y una cierta propiedad P:

e Si no hay contradiccion entre el comportamiento conocido de S y el
comportamiento esperable de un sistema que posea P, como mucho, puede
afirmarse que el sistema S podria poseer la propiedad P.

e Si hay contradiccion entre el comportamiento conocido de S y el
comportamiento esperable de un sistema que posea P, si puede afirmarse que
el sistema S no posee la propiedad P.

A continuacidn, se propone un ejercicio de determinaciéon de las propiedades de sistemas
«caja negra» de los que solo se conoce qué sefales de salida generan ante determinadas
sefiales de entrada.

Ejemplo 10
Sean dos sistemas S; y S, cuyas relaciones entrada-salida son desconocidas. Se pide lo siguiente:

a) Caracterizar el sistema S, sabiendo que:

y1() =T {x, () =1} =1 (133)
Y2 (&) = Ts, {x,(t) = cos(200mt)} = 1 (134)
y3(t) = Ts {x3(t) = cos?(100mt)} = 2* (135)

b) Caracterizar el sistema S,, sabiendo que:
y1n] = Ts, {x1[n] = u[n]} = &[n] (136)
y2[n] = T, {x,[n] = u[n — 1]} = 6[n — 1] (137)
Solucién

a) De entrada, se observa que S; es un sistema analdgico, puesto que tanto sus sefiales de
entrada como de salida lo son.

En primer lugar, vemos que S; no posee la propiedad de linealidad. Para deducir esto, no hay
mas que fijarse en las sefiales de entrada asociadas a las salidas conocidas de S, y recordar la
identidad trigonométrica del coseno del dngulo doble:

cos(2a) = 2 cos?(a) — 1 (138)
Por tanto, vemos que:
x,(t) = 2x3(t) — x4 (¢) (139)

Asi, si S; fuese lineal, tendria que cumplirse lo siguiente:
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y2(t) = 2y3(t) — y,(b) (140)

Sin embargo, la informacion de la que disponemos ya nos indica que esto no se cumple:

y2(t) =1

2y3() —y, () = 281 + 1} = y,(t) # 2y;(t) — y:(©) (141)

Por lo tanto, esto ya nos permite afirmar que S es un sistema no lineal.

En segundo lugar, la informacion de la que disponemos no nos permite afirmar nada respecto de
la posible invariancia temporal de S;, puesto que ninguna de las sefiales de entrada conocidas es
una versioén atrasada o adelantada en el tiempo de alguna de las otras. Asi, tanto puede que $;
sea invariante en el tiempo como que no lo sea.

En tercer lugar, la informacién de la que disponemos no nos permite afirmar nada respecto de la
posible causalidad de S;, puesto que todas las sefiales de entrada conocidas empiezan en t —
—o0. Asi, tanto puede que S sea causal como que no lo sea.

En cuarto lugar, vemos que S; tampoco posee la propiedad de estabilidad. Para deducir esto, no
hay mds que fijarse en que uno de los pares sefial de entrada/sefial de salida conocidos entra en
contradiccién con el principio de estabilidad; concretamente, mientras que x5(t) es una sefial de
entrada acotada en amplitud, y;(t) es una sefial de salida sin cota superior:

|5 ()| = |cos?(100mt)| < 1

(142)
lim y;(¢) = tl—i>£—noo 2t =400 = |y;(t)| £ A

t—+o

siendo A un valor real finito. Por tanto, S es un sistema inestable.

En quinto lugar, la informacién de la que disponemos no nos permite afirmar nada respecto de la
cantidad de memoria de S;, puesto que todas las sefiales de entrada conocidas son infinitas con
orientacion a ambos lados. Asi, tanto puede que §; sea un sistema instantaneo, como que
tenga memoria finita, como que tenga memoria infinita.

Y, finalmente, vemos que S; tampoco posee la propiedad de invertibilidad. Para deducir esto, no
hay mas que fijarse en que el sistema presenta la misma salida ante dos sefiales de entrada
diferentes, lo cual, como sabemos, es un comportamiento que no puede ser invertido por otro
sistema:

x,(t) =1 # x,(t) = cos(2007t)
(143)
y1(8) = Ts, {x1(0)} = y, () = Ts, {x, ()} = 1

Por tanto, §1 es un sistema no invertible.

b) De entrada, se observa que S, es un sistema digital, puesto que tanto sus sefiales de
entrada como de salida lo son.

En primer lugar, la informacidn de la que disponemos no nos permite afirmar nada respecto de la
posible linealidad de S,. La prueba de que esto es asi la tenemos en que, dados los dos pares
conocidos de sefial de entrada/sefial de salida, hay, al menos, dos posibles sistemas (que
denominaremos S, y S,') diferentes entre si, compatibles con estos dos pares conocidos de sefial
de entrada/sefial de salida, pero tales que uno es lineal y el otro no lo es:
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Tsi{u[n]} = &[n]
ylnl = Ty (x[n]} = x[n] - x[n - 1] = {Tj -1 = o1 144
S Ty {uln]} = oln]
yIn] = Tgp{x[n]} = x*[n] —x*[n - 1] = {Tszu{u[n A} = 8[n—1] (145)

alli donde S; es claramente lineal y S;' es claramente no lineal, debido a que eleva al cuadrado
sefiales que dependen de la sefial de entrada. Asi pues, tanto puede que S, sea lineal como que
sea no lineal.

En segundo lugar, y analogamente al caso de la propiedad de linealidad, la informacién de la que
disponemos no nos permite afirmar nada respecto de la posible invariancia temporal de S,. De
nuevo, hay, al menos, dos sistemas posibles que podrian ser S,, puesto que son compatibles con
la informacion de la que disponemos, pero siendo uno invariante en el tiempo y el otro no:

Ty fuln]} = 5[]
y[n] = T‘S‘é{x[n]} = x[n] - x[n - 1] = {T‘gé{u[n _ 1]} — 6[7’1 _ 1] (146)
Ty (uln]} = 51n]
yln] = Ty (xln]} = uln) xln] — x[n — 1]) = {T 1) 5] 147

alli donde S; es claramente invariante en el tiempo y S,’ es claramente variante en el tiempo,
debido a que multiplica sefiales que dependen de la sefial de entrada por valores que no se
mantienen constantes a lo largo del tiempo (u[n]). Asi pues, tanto puede que S, sea invariante
en el tiempo como que no lo sea.

En tercer lugar, vemos que la informacién conocida acerca de S, es compatible con que el
sistema sea causal, puesto que ninguna de las dos sefiales de salida conocidas empieza antes de
que empiece su correspondiente sefal de entrada:

x;[n] =u[n] =0,vn <0

binl = Ty, (xy[n]} = 6[n] = 0,vn < 0 (148)
x[n]=un-1]=0,vn<1
brtnl = Ty, (]} = 8[n — 1] = 0,vn < 1 (149)

De este modo, S, podria ser un sistema causal, aunque nada permite descartar la posibilidad
de que no lo sea.

En cuarto lugar, vemos que la informaciéon conocida acerca de S, es compatible con que el
sistema sea estable, puesto que las dos sefiales de entrada conocidas estan acotadas en amplitud
y también lo estdn las dos sefiales de salida conocidas:

{le[n]l = |u[n]| <1 0
lyi[n]| = |T52{x1[n]}| =18[n]| <1

lxz[n]] = lu[n —1]| <1

{Iyz[n]l = |Ts, {x,[n]}]| = 16[n — 1] < 1 (151)

De este modo, S, podria ser un sistema estable, aunque nada permite descartar la posibilidad
de que no lo sea.
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En quinto lugar, la informacion de la que disponemos no nos permite afirmar mucho acerca de la
cantidad de memoria de S,, puesto que cada sefial de salida conocida empieza en la misma
muestra en la que empieza su correspondiente sefial de entrada, como ya hemos sefialado, de
hecho, en (148) y (149).

Sin embargo, si sucede que la informacién disponible acerca de S, no es compatible con que el
sistema sea instantdneo, puesto que, en ambos pares conocidos de sefial de entrada/sefial de
salida, la amplitud de la sefial de salida es 0 para valores de n en los que la amplitud de la seal
de entrada tanto es 0 como 1 (por ejemplo, y en ambos casos, paran < 0y paran > 1):

x4 [n] [n] =0,vn<0
x4 [n] [n]=1,vn>1 (152)
yi[n] = Tg,{x;[n]} = 6[n] =0 para n<O0yn>1

=u
=u

x[n] =un—-1]=0,vn <0
x[nl=un-1=1,vn>1 (153)
y2[n] =T, {x;[n]} =6[n—1] =0 para n<0yn>1

Por tanto, no es posible que la Unica informaciéon acerca de la sefial de entrada que S, maneje al
calcular la salida sea su valor actual, puesto que, en ambos casos, para n > 1 el sistema esta
recordando que algo ha sucedido antes, de manera que, y a diferencia de lo que sucede paran <
0, la amplitud de la salida paran > 1 noes 1, sino 0.

Asi pues, S, no es un sistema instantaneo, y tanto puede que tenga memoria finita, como que
tenga memoria infinita.

Y, finalmente, la informacion de la que disponemos no nos permite afirmar nada respecto de la
invertibilidad de S,, puesto que, como ya hemos visto en (144) y (145), seria posible que fuese
invertible (S;), pero también seria posible que fuese no invertible (S;'). Asi pues, tanto puede
que S, sea un sistema invertible, como que no lo sea.
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Resumen

En este mddulo, hemos completado la introduccién a la teoria de sefiales y sistemas, limitando
nuestro estudio, sin que ello implique una pérdida de generalidad, a los sistemas analdgicos y
digitales de una entrada y una salida.

En términos generales, hemos visto cdmo modelizar matematicamente un sistema mediante
su relacidon entrada-salida, asi como también en forma de diagrama de bloques. A
continuacién, hemos presentado y estudiado los sistemas tipicos mas habituales en la practica,
incluyendo una presentacién general del fendmeno de la realimentacidn en sistemas y las
distintas formas bdsicas de asociacion de sistemas.

Finalmente, hemos estudiado las diferentes propiedades que puede poseer o no un sistema
(linealidad, invariancia temporal, causalidad, estabilidad, memoria e invertibilidad), hemos
trabajado como demostrar si un sistema cuya relacion entrada-salida es conocida posee o no
cada una de estas propiedades. Y, para acabar, hemos estudiado la problematica que
presentan los sistemas «caja negra» (esto es, sistemas cuya relacién entrada-salida no es
conocida) a la hora de tratar de determinar cuales son sus propiedades (planteando algunas
estrategias posibles en este sentido).

En el siguiente médulo, vamos a limitar ain mas el foco de la teoria y vamos a centrarnos en el
estudio de los sistemas lineales e invariantes en el tiempo. A grandes rasgos, vamos a ver
como, gracias a las propiedades de las sefiales delta, estos sistemas pueden ser caracterizados
mediante su respuesta impulsional y, al final del médulo, vamos a descubrir que todo sistema
lineal e invariante en el tiempo cumple con un importante teorema, que serd lo que nos
permitira, ya en mddulos posteriores, introducir la nocién de transformada de una sefal y
pasar a trabajar con las sefiales y los sistemas tanto en el dominio del tiempo como en el
dominio de la frecuencia.
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Ejercicios de autoevaluacion

1. Respecto de un sistema S tal que y(t) = Te{x(t)} = x3(—2t), écudles de las siguientes
afirmaciones son correctas?
(a) Surespuesta impulsional es h(t) = §(t).
(b) Su salida ante un escalon unitario es Ts{x(t) = u(t)} = u(t).
(c) Su salida ante una sefial constante de amplitud 4 es Tg{x(t) = A} = (—A4)3.
(d) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

2. Respecto de un sistema S tal que y[n] = Ts{x[n]} = x[n] — y[n — 1], écudles de las
siguientes afirmaciones son correctas?
(a) Surespuestaimpulsional es h[n] = §[n] — §[n — 1].
(b) Su salida ante un escaldn unitario es Ts{x[n] = u[n]} = cos? (gn)
(c) Su salida ante una sefial constante de amplitud 4 es T¢{x[n] = A} = 2A.
(d) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

d?x(t)
dt?

3. Respecto de un sistema S tal que y(t) = Te{x(t)} =t , écudles de las siguientes

afirmaciones son correctas?

(a) Elsistema S es lineal, invariante en el tiempo, causal, estable, instantaneo e invertible.

(b) El sistema S es no lineal, invariante en el tiempo, no causal, estable, de memoria finita
y no invertible.

(c) El sistema S es lineal, variante en el tiempo, causal, inestable, de memoria finita e
invertible.

(d) El sistema S es no lineal, variante en el tiempo, causal, inestable, instantaneo y no
invertible.

4. Respecto de un sistema S tal que y[n] = Ts{x[n]} = x2[n] —%y[n — 1], écuales de las

siguientes afirmaciones son correctas?

(a) El sistema S es no lineal, invariante en el tiempo, causal, estable, de memoria finita e
invertible.

(b) El sistema S es lineal, variante en el tiempo, causal, estable, de memoria finita e
invertible.

(c) El sistema S es no lineal, invariante en el tiempo, no causal, inestable, de memoria
infinita e no invertible.

(d) Elsistema S es no lineal, invariante en el tiempo, causal, estable, de memoria infinita y
no invertible.
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Soluciones a los ejercicios de autoevaluacion

1. Larespuesta correcta es la (a).
2. Larespuesta correcta es la (b).
3. Llarespuesta correcta es la (c).

4. Larespuesta correcta es la (d).
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